PROBLEM 1

Wenn Z irgendeine Funktion der Variablen x und y und deren Differentiale involvie-
renden Groflen p, q, 1, s etc. ist, sodass ihr Differential von dieser Art ist

dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + Sds + etc.,
ist die Differentialvariation der Integralformel [ Zdx von der Grenze x = 0 bis hin

zu x = a erstreckt zu finden.

LOSUNG

Es muss also 8 [ Zdx gesucht werden, und weil § [ Zdx = [ §Zdx ist, werden
wir sofort wegen dx = 0 haben

8Z = N8y + P8p + Q84 + RS + Sds + etc.

Es ist aber fiir konstant genommenes Differential dx
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Nun haben wir fiir die termweise zu unternehmende Integration der Formel
J 8Zdx gesehen, dass ist

/Néydx = /6ydx-N,

/Pdéy = Pdy — /6ydP,



/Qddéy d6y 6de+/ W 440,
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Aus diesen wird also die gesuchte Differentialvariation berechnet:

dp ddQ d®R = d*S
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wo der erste Integralanteil von der Grenze x = 0 bis hin zu x = a ausgedehnt
werden muss, welcher also alle dazwischen liegenden Variationen umfasst;
in den tibrigen Anteilen ldsst sich aber sofort x = a setzen, und 6y wird den
Zuwachs des duflersten Wertes von y bezeichnen; aber doy, dddy etc. werden
dariiber hinaus von den Zuwéchsen der benachbarten Werte abhiangen.

KOROLLAR 1

Wenn also die Integralformel [ Zdx ein Maximum oder Minimum fiir die
Grenze x = a sein muss, ist es notwendig, dass ihr Variationsdifferential
verschwindet, auf welche Weise auch immer die Variationen dy angenommen
werden. Zuerst ist es also notig, dass fiir alle Zwischenwerte von x gilt

dP ddQ d°R d*s

N—di‘i‘dxz_d —I—F—etc.:O,

in welcher Gleichung die gesuchte Relation zwischen x und y enthalten ist.



KOROLLAR 2

Daher aber, wenn die Terme P, Q, R etc. vorhanden sind, wird wegen der
zu untersuchenden Integrationen die Relation zwischen x und y nicht vollig
bestimmt, weil in sie durch die einzelnen Integrationen beliebige konstante
Grofsen eingehen. In diesen Fillen konnen also zur Frage des Maximums oder
Minimums einige Bedingungen hinzugefiigt werden, wie beispielsweise dass
tiir gewisse Werte von x die andere Variable y gegebene Werte erhiilt.

KOROLLAR 3

Nachdem aber Bedingungen solcher Art weggelassen werden, kann eine neue
Frage gestellt werden, wie jene durch Integration eingefiihrten Konstanten
bestimmt werden miissen, sodass entweder das Maximum der Maxima oder
das Minimum der Minima erhalten wird: Dafiir ist es aber notwendig, dass
fiir x = a diesen Gleichungen Geniige geleistet wird:

dQ  ddrR &3S 0

dx + dx2  dxd 7

dR dds
O taw =Y
ds
R— -2 =
dx 0,
S=0.
KOROLLAR 4

Des Weiteren ist es aber wegen derselben Griinde von Noten, dass fiir die
andere Grenze x = 0 diesen selben Gleichungen Geniige geleistet wird. Denn
weil das Variationsdifferential fiir x = 0 gesetzt verschwinden muss, involviert
der Integralanteil eine Konstante solcher Art, die diese Bedingung erfiillt; aber
diese Konstante muss die absoluten Terme, wenn in ihnen x = 0 gesetzt wird,
zu Null machen. Daher miissen jene Formeln

dR ds
P - T Y A . - 4 . R - .
+ etc., Q + etc., + etc

gleichermaflen im Fall x = 0 und im Fall x = a verschwinden.



PROBLEM 2

Wenn die Funktion Z aufler den Grofien x, y, p, q, r etc. auch eine gewisse Integral-
grofie ® = [ 3dx wie auch immer verwickelt, dass gilt

dZ = Ld® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdgq + Rdr + Sds + etc.,
in der Formel ® aber 3 irgendeine Funktion von x, y, p, q, r etc. ist, wobei gilt
d3 = Mdx + Ndy +*Pdp + Qdg + Rdr + &ds + etc.,

und diese sich so verhalten, soll die Differentialvariation dieser Integralformel [ Zdx
von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = a erstreckt bestimmt werden.

LOSUNG

Weil § [ Zdx = [ 6Zdx gilt, wollen wir vor allem §Z suchen, und zuerst ist
freilich sofort klar, dass gilt

0Z = L6® + Nbdy + Pop + Qbdg + Ror + etc,,

wo man wie zuvor haben wird
_ ddy _ ddéy Y _ dYsy
W= T g2 YT ger YT g
aber wegen 5® = ¢ [ 3dx = [ 63dx wird auf die gleiche Weise sein

03 = Moy + Pdp + Qbq + Rdr + etc.

etc.,

und daher
5D = /dx (NOy + Pop + 054 + Ror + etc.)

Weil also Ldxd6d das erste Glied der Formel §Zdx ist, wird sein
/ Ldxs® = / Ldx / (N5y + POp + Q5 + Ror + etc.) dx.
Es werde nun [ Ldx = V festgelegt, und man wird haben
/ Ldxsd = V / dx (N5y + Pop + Q54 + Rér + etc.)

— / Vdx (Ndy + Pdp + Qg + Rér +etc.) .



Es ist hier egal, nach welchem Gesetz das Integral [ Ldx = V genommen
wird; was fiir eine Konstante auch immer wir ndmlich hinzufiigen wiirden,
sie wiirde in diesem Ausdruck wiederum beseitigt werden. Wir wollen also
dieses Integral festlegen so genommen zu werden, dass es fiir x = a gesetzt
verschwindet, und weil die Differentialvariation an die Grenze x = a angepasst
werden muss, wird sein

/ Ldxs® = — / Vdx (MSy + Pop + Q5 + Ror + etc.),

wenn zu welchem die tibrigen Teile addiert werden, berechnen wir, dass sein
wird:

5 / Zdx = /dx(N — Vs + (P — VB)op + (Q — V)5g + etc.,

wo, wenn wir die oben angegebenen Reduktionen verwenden, diese schon
auf die Grenze beschriankte Differentialvariation hervorgehen wird

— — 3(R —
/6ydx <(N - VM) — d(P de‘p) + dd(dezVQ) _d (Rdx3V£R) —l—etc.)
d(Q-V dd(R - VR
+ 8y ((p V) — (de Q) | dd( — ) —etc.>
ddy d(R — VR)
+ a <(Q - VQ) - T +etc.>
dddy

+

3 (R=VR) —etc),

die Konstruktion welches Ausdrucks per se klar ist.

KOROLLAR 1

Diese Losung entsteht also aus den vorhergehenden, wenn anstelle der einfa-
chen Grofien N, P, Q, R etc. diese zusammengesetzten eingesetzt werden

N-V3%, P-VE, Q-VQ, R-VA etc,

wo V = [ Ldx ist, nachdem dieses Integral so genommen wurde, dass es fiir
x = a gesetzt verschwindet.



KOROLLAR 2

Wenn also die Integralformel [ Zdx fiir die Grenze x = a zum Maximum oder
Minimum gemacht werden muss, ist dafiir zu sorgen, dass aus der Variation
aller Zwischenwerte von x keine Differentialvariation entsteht, woher die
Relation zwischen x und y so bestimmt wird, dass gilt

d(P - Vp) N dd(Q-VvQ) d*(R-VR)

(N — Vo) — dx dx? dx3

+ etc. =0,
welche Relation also schon die vorhergehende Grenze x = a involviert, sodass,
wenn eine andere Grenze vorgeschrieben wird, auch eine andere unbestimmte
Relation zwischen x und y resultieren wird, deshalb weil die Grofse V' diesen
Wert x = g in sich umfasst.

KOROLLAR 3

Auf diese Weise wird eine Relation solcher Art zwischen x und y gefunden,
aus welcher die Formel f Zdx so einen maximalen oder minimalen Wert
erhdlt, dass, wiahrend die dufiersten Werte von y dieselben bleiben, auf welche
Weise auch immer die Zwischenwerte verandert werden, der Wert der Formel
J Zdx immer entweder kleiner als der Fall des Maximums oder groSer als
der Fall des Minimums hervorgehen wird, als wenn die richtige Relation
verwendet werden wiirde.

KOROLLAR 4

Wenn aber auch die duflersten Werte fiir unsere Bestimmung zugelassen wer-
den, lassen sich aus der gefundenen Differentialvariation auch diese bestim-
men. Die gefundene Relation muss natiirlich durch Integration so bestimmt
werden, dass fiir x = a gesetzt auch der absolute Teil verschwindet. Daher ist
deshalb zu erwirken, dass fiir x = a gesetzt gilt

_d(Q-Va)  dd(R-VH)

(P— V) P 2 —etc. =0,
d(R—VR)  dd(S-Ve) B
(Q—-VQ) e + P etc. =0,



d(s - ve)

R—VR) — tc. =
( R) P +etc. =0
etc.
KOROLLAR 5

In diesem Fall wird freilich V = 0, aber dennoch lassen sich daher nur die
Grenzen, die die Grofie V selbst involviert, herauswerfen. Wo namlich ihre
Differentiale auftauchen, weil fli—‘; = L ist, muss fiir L der Wert geschrieben
werden, welchen es fiir x = a gesetzt annimmt, der unter Umstidnden in
diesem Fall nicht verschwindet, welches selbe freilich iiber die folgenden
Differentiale festzuhalten ist:

ddv. _dL &’V ddL

= —, = etc,
dx? dx’  dad dx?

welche Werte zuerst im Allgemeinen zu nehmen sind, bevor in ihnen x = a
gesetzt wird.

KOROLLAR 6

Wenn aber die ersten Werte von y unserer Bestimmung iiberlassen werden,
dann muss denselben Gleichungen durch Setzen von x = 0 Gentige geleistet
werden, wo dasselbe zu bemerken ist, was wir gerade bemerkt haben. Diese
Gleichungen miissen natiirlich zuvor vollkommen entwickelt werden, bis in
ihnen x = 0 gesetzt wird. Mit diesen Bedingungen werden aber nur die in
die unbestimmte Relation zwischen x und y eingehenden konstanten Grofien
bestimmt.

PROBLEM 3

Wenn die Funktion Z aufler den Grofien x, y, p, q, r etc. auch diese zwei Integralfor-
meln & = f 3dx und ®' = f 3'dx wie auch immer involviert, dass gilt

dZ = Ld® + L'd®' + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc.,



in diesen Formeln ® und ®' aber die Funktionen 3 und 3’ nur durch die Grofien x,
Y, p, q, 1 etc. bestimmt werden, sodass ist

d3 = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,
d3’ = M'dx 4+ Ndy +P'dp + Q'dg + R'dr +etc,,

ist die Relation zwischen x und y zu bestimmen, dass diese Integralformel [ Zdx,
sofern sie von der Grenze x = 0 bis hin zu x = a erstreckt wird, den maximalen oder
minimalen Wert erhiilt.

LOSUNG

Es muss also die Differentialvariation der Formel f Zdx bestimmt werden,
weil welche § [ Zdx = [ §Zdx ist, haben wird zuerst:

8Z = L6® + L'8d' + Nby + Pép + Qdq + Rér + etc.,
darauf ist aber
5P = 6 / 3dx = / 53dx und 50 = / 53'dx
und deshalb

03 = Moy + Pdp + Qdq + Ror + etc,,
83" = N6y +P'op + Q'8q + R'6r + etc.,

aus welchen wir berechnen
0P = /dx (MNdy + Pop + Qdg + Roér +etc.),
5D = / dux (s +'5p + 259 + Wor + etc.) .
Weil also die gesuchte Differentialvariation ist
5 / Zdx = / Ldxs® + / 1'dxsd’ + / Ndaxdy + / Pdxsp + etc.,

wollen wir [Ldx = V und [ L'dx = V’ festsetzen, und es wird wie oben
sein

/ Ldxsd = V / dx (MSy + Pdp + Q5q + Rér + etc.)



- / Vdix (MSy + Pop + Q59 + Ror + etc.),
/ L'dxs®’ = V' / dx (WY + P'op + Q'6q + Ror + etc.)
- / Vidx (Woy + P'5p + Q'6q + Ror —etc.) .

Wir wollen aber diese Integrale V = [ Ldx und V' = [ L'dx festlegen so
genommen zu werden, dass sie fiir x = a gesetzt verschwinden, und die
ersten Teile der vorausgehenden Formeln werden von selbst verschwinden,
wenn freilich deren Werte fiir die Grenze x = a genommen werden. Indem
also alle Teile zusammengefasst werden, werden wir erhalten

_ - - 0%
5/de — /dxéy(N Vo — V'),
+ /dxzsp(P VR v,
+ /dxéq(Q —va - V')
+ /dxér(R _ VR V'R

etc.

Weil aber gilt

/ Pdxsp = Psy — / sydP,

/deéq -~ Q— - —dQJr/ % 44Q,
B dd6y doy 6]/ 3R
| Raxsr = pdR+ Y ddR - /ded
etc.,

werden wir die gesuchte Differentialvariation finden

S/de

- /dxéy ((N — VN - V') — d(P—VF - V) | dd(Q -V V) etc.>

dx dx?
+ 8y <(P — VP - V') — d-Va-Va) | etc.>

dx



ds d(R— VR — V'SR/
+ d—xy ((Q —vVaQ-Vv'Q) - ( e ) + etc.)
+ d;;y (R—VR— V'R —etc)
+ etc.

KOROLLAR 1

Wir wollen der Kiirze wegen festlegen:
N-—VN—-VN =(N), P-VR-V'P =(P), Q—VaQ-V'Q =(Q) etc,,

und die unbestimmte Relation zwischen x und y wird mit dieser Gleichung
ausgedriickt werden
d(P)  dd(Q) &(R)

(N) — P + 2 4 +etc. =0,

die dennoch nur die vorgeschriebene Grenze x = a involviert, weil die Inte-
gralformeln V = [ Ldx und V' = [ L'dx so genommen wurden, dass sie fiir
x = a gesetzt verschwinden.

KOROLLAR 2

Weil aber die Integration dieser Gleichung, wenn sie eine differentiale war,
beliebige Konstanten involviert, wenn auch diese unserer Bestimmung tiber-
lassen werden, dass die Formel f Zdx den grofiten oder kleinsten Wert aller
erhilt, ist es gefallig, dass sie so bestimmt werden, dass so fiir x = 0 wie x = a
gesetzt auch diesen Gleichungen Geniige geleistet wird

d(R)

—ete. =0, (Q)— 4 et = 0, (R)—etc.=0.

d(Q) , dd(R)
dx dx2

(=~

KOROLLAR 3

Wenn die Funktion Z nicht nur zwei Integralformeln dieser Art ® = f 3dx,
@' = [ 3'dx involviert, sondern auch noch ®” = [ 3"dx, ®” = [ 3"dx etc.

10



involviert, so werden dennoch, dass die Buchstaben 3, 3/, 3" etc. nur Funktio-
nen der Groflen x, y, p, g, r etc. bezeichnen und weiter keine Integralformeln
involvieren, aus der Losung des Problems auch derartig Differentialvariatio-
nen der Formeln dieser Art leicht angegeben.

PROBLEM 4
Wenn die Funktion Z aufler den Grofen x, y, p, q, r etc. auch die Integralformel
o = f 3dx irgendwie verwickelt, sodass gilt
dZ = Ld® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc.,

die Funktion 3 aber aufler x, y, p, q, r etc. erneut eine andere Integralformel ® =
f 3dx involviert, sodass gilt

d3 = £d® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

die Funktion 3 hingegen nur aus den Griflen x, y, p, q, r etc. zusammengesetzt ist,
wobei gilt
d; = mdx +ndy + pdp + qdg + vdr +-etc.,

ist die Relation zwischen x und y zu bestimmen, dass diese Integralformel [ Zdx,
sofern sie von der Grenze x = 0 bis hin zur Grenze x = a ausgedehnt wird, den
maximalen oder minimalen Wert erhiilt.

LOSUNG

Fiir dieses Ziel muss also die Differentialvariation der Formel f Zdx heraus-
gefunden werden; weil diese & f Zdx = f dZdx ist, haben wird zuerst:

0Z = Ld® + Noy + Pdp + Qdq + Ror + etc.,
und daher wird die Differentialvariation sein
5 / Zdx = / Ldxsd + / Nduxdy + / Pdxsp + / Qduxsq + / Rdxdr + etc.
Nun werden wir aber wegen 6® = § [ 3dx = [ §3dx und

03 = L£6D + Noy + Pop + Qdq + Roér + etc.

11



auf die gleiche Weise auch haben
50 = [ caxs@+ [ndxdy+ [Fdusp+ [advsg+ [ sdror +ete
SchlieBlich ist aber §® = 5 [ 3dx = [ 53dx, und daher wird wegen
83 = ndy + pdp + qdq + vor + etc.

sein

dP = /ndxéy + /pdxép + / qdxdq + /tdxér + etc.
Es sei nun f £dx = v, und es wird werden
/deédD =0 / dx (ndy + pdp + qdq + vor + etc.)
- /vdx (ndy + pdp + qdq + tdr +etc.),
woher wir erhalten
3 =v / dx (ndy + pdp + qdq + rdr + etc.)
+ /dxéy (M —on) + /dxép (B —op) + /dxéq (Q —vq) + etc.
Wir wollen also weiter f Ldx = V und f Lvdx = T setzen, und es wird sein
/de6<1> =T / dx (ndy + pdp + qdq + vdr + etc.)
- / Tdx (ndy + pdp + qdq + tdr + etc.)
+V/dx6y(‘)‘( —on) + V/dxép(‘p —op) + V/dxéq(ﬂ —vq) + etc.
- / Vdxdy (M —on) + / Vdxdp (P —rp) + / Vdxdgq(Q — vq) + etc.

Durch Sammeln all dieser wird also die gewollte Differentialvariation hervor-
gehen

6/de = T/dx(n6y+p6p+q6q+t6r—|—etc.)

+ V/dx&y(‘)‘( —on) + V/dxép(‘l? —op) + V/dx&q(f) —vq) + etc.

12



+ V/dxéy(N — V9 + Von — Tn)
+ /dxép(P — VP + Vop — Tp)

+ /dxéﬂl(Q —VQ+ Vog—Tq)
etc.,

weil welche bis hin zur Grenze x = a erstreckt werden muss, wollen wir
die Integrale [ Ldx = V und [ Ldx [ £dx = T, weil ja die Bestimmung der
Integration unserem Belieben iiberlassen wird, festlegen so genommen zu
werden, damit unser Ausdruck vereinfacht wird. Des Weiteren wollen wir
aber der Kiirze wegen festlegen

N-—-V— (Vv— T)n = (N),

P —VR—(Vo-T)p=(P),

Q-Va—(Vo—-T)qg=(Q),

R —VR-— (Vv—T)t = (R)
etc.,

wihrend, wie wir angenommen haben, v = f £dx ist, und die gesuchte
Differentialvariation wird auf diese Form zuriickgefiihrt werden:

S/de = /dxéy <(N) _ () + dd(Q) _ &(R) +etc.>

dx dx2 dx3
+ oy ((P) (%) + dd(R) _ etc.)

dx dx2
dbdy d(R)
+ a <(Q) — W + etC.)
dds
— (R)—etc)
etc.
KOROLLAR 1

Weil v = [ £dx ist, wird sein

Vv:/de/de und VU—T:/de/de—/de/de:/de/de.

13



Weil aber durch die angenommenen Bestimmungen der Ausdruck Vo — T fiir
x = a gesetzt verschwindet, wenn wir [ Ldx = V und [ £Vdx = B setzen,
miissen diese beiden Integrale so genommen werden, dass sie fiir x = a
gesetzt verschwinden.

KOROLLAR 2

Nachdem also diese Formeln [ Ldx = V und [ £Vdx = B in die Rechnung
eingefiihrt worden sind, wird festzulegen sein
N — V9l + %Bn = (N),
P —VPB+Bp=(P),
Q—-VA+Bqg=(Q),
R — VR + Bt = (R)
etc.,

und die Differentialvariation wird durch die Buchstaben (N), (P), (Q) etc. ge-
nauso ausgedriickt werden, wie sie oben im ersten Fall durch die Buchstaben
N, P, Q etc. bestimmt worden war.

KOROLLAR 3

Aus diesen lasst sich schon leicht berechnen, wenn auch die Funktion 3 eine
neue Integralformel involviert, wie dann die Differentialvariation ausgedriickt
wird; wenn nattirlich galt

d; = [dD’ + mdx + etc,,

dann kdme zu den Formeln v = [ Ldx und B = [ £Vdx dariiber hinaus
die dritte v = f Bdx hinzu; das Ubrige werde sich dem Achtsamen leicht
ergeben.

PROBLEM 5
Wenn die Funktion Z aufler den Grofen x, y, p, q, r etc. auch die Integralformel

b = f 3dx irgendwie verwickelt, sodass gilt
dZ = Ld® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdq + Rdr + etc.,

14



die Funktion 3 aber aufSer den Griflen x, y, p, q, r etc. erneut dieselbe Integralformel
b = f 3dx involviert, sodass gilt

d3 = £d® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

ist die Relation zwischen x und y zu bestimmen, dass diese Integralformel [ Zdx,
sofern sie von der Grenze x = 0 bis hin zur gegebenen Grenze x = a erstreckt wird,
den maximalen oder minimalen Wert erhiilt.

LOSUNG

Die Differentialvariation ist wie bisher

5 / Zdx = / Ldxs® / Ndxsy + / Pdxsp + / Qdxsq + / Rdxdr + etc.,
darauf haben wir aber 6& = § [ 3dx = [ §3dx und
03 = £6D + Noy + Pop + Qdgq + Ror + etc.

Weil aber ® = [ 3dx ist, wird sein

do 5dd dod
3= und == g

Wir wollen durchgehend festlegen

0O =u und Ny + Pdp + Qg + Rdr + etc. = w,

sodass man diese Gleichung hat

d
d—z:£u+w,

deren Integral nach Nehmen von e fiir die Zahl, deren Logarithmus gleich 1
ist, gilt
e—fﬂdxu _ /e—ﬁdxwdx,

und daher

5P = e L / e~ /24 dx (MY + Pdp + Q6g + Ror + etc.),

15



woher abgeleitet wird
/ Ldxd6d = /ef ST dx / e~ JLdxgy (MNdy + Pop + Qdq + Roér +etc.) .

Es werde nun [ e/ 24¥Ldx = V gesetzt, welches Integral so genommen werde,
dass es fiir x = a gesetzt verschwinde, und es sei e /oAy — U, es wird
gelten

/ Ldxsd = — / Udx (M5y + Pop + Q6q + Ror + etc.) ;

wenn welchem Teil die iibrigen Teile hinzuaddiert werden und die oberen
Reduktionen gemacht werden, wird die gesuchte Differentialvariation hervor-

gehen als

_ / dusy ((N _uoy - 4P ;xU‘JB) + dd(%;ug ) _ dB(Rd;w%) + etc.>
+ 8y ((P —Ug) - d(Q;qu) + dd(Rd;zum) - etc.>

+ % ((Q —uQ) - d(R — UR) ;xus)%) + etc.)

+ djfzy (R — UR) — etc.),

aus welcher wie oben die Relation zwischen x und y gefunden wird, mit
welcher der Integralformel [ Zdx fiir die Grenze x = a der grofite oder
kleinste Wert zugeteilt wird; diese Relation wird ndmlich mit dieser Gleichung
ausgedriickt werden:

d(P—-Ug) dd(Q-UuUfQ) d3(R-UR)

(N—-UM) — P + g - P +etc. = 0.

Dann werden aber fiir die Bestimmung der durch Integration eingebrachten
Konstanten die absoluten Teile so fiir den Fall x = a wie fiir den Fall x = 0 zu
Null gemacht werden koénnen.

16



KOROLLAR

Weil wir e~/ 2d¥y — (] gesetzt haben, wird V = el Ldxyy sein, woher durch
Differentieren werden wird

dVv = e/ 24 (dU + Ugdx).
Weil aber dV = e/ £4*Ldx ist, wird man diese Differentialgleichung haben
dU + Ugdx = Ldx,

aus welcher die Grofse U so bestimmt werden muss, dass sie fiir x = a gesetzt
verschwindet.

PROBLEM 6

Wenn die Funktion Z aufler den Grofen x, y, p, q, r etc. auch die Integralformel
b = f Zdx involviert, sodass gilt

dZ = Ld® + Mdx + Ndy + Pdp + Qdgq + Rdr + etc.,

ist die Relation zwischen x und y zu bestimmen, dass diese Formel f Zdx den
maximalen oder minimalen Wert annimmt, sofern sie freilich von der Grenze x = 0
bis hin zur Grenze x = a erstreckt wird.

LOSUNG

Weil die Differentialvariation diese ist
5 / Zdx = / Ldxsd + / Ndxsy + / Pdxsp + / Qdxsq + / Rdxsr + etc.,

wird man auch 6& = & f Zdx haben, woher durch Differentieren wird
dd® = LdxdP + Ndxdy + Pdxdp + Qdxdg 4+ Rdxdr + etc.,

und daher wird wie zuvor gefunden

5P = e Ld / e~ /1% x (Nsy + Psp + Qbg + Rér + etc.),
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woher wir wegen [ e/ ldx[dx = e/ Ld¥ erhalten
/ Ldxs® = el Ldx / e~/ Ld*dx (NSy + Pop + Q67 + Rér + etc.)
- /dx (N&y + Pdp + Qg + Ror +etc.),

welches iibrigen Glied von den iibrigen Teilen weggeschafft wird. Daher, wenn
wir e/ 14 = T festlegen, wird die ganze Differentialvariation sein

1 dTP  ddTQ do.TR
5 [ zdx = - [ dxsy (TN— S - ~|—etc.)

d.TQ = dd.TR
+ oy (TP T i + a2 etc.)
doy d. TR
+ a (TQ - W + etC.)
dddy
t 42 (TR — etc.)
etc.

Damit also die Formel f Zdx maximal oder minimal wird, wird die un-
bestimmte Relation zwischen x und y mit dieser Gleichung ausgedriickt

werden
d.TP N dd.TQ d°TR

dx dx? dx3
die absoluten Anteile werden also zur Bestimmung der durch Integration
eingegangenen Konstanten dienen.

TN —

+etc. =0;

BEMERKUNG

Wihrend diese Analysis also keine geometrische Betrachtungen involviert,
haben wir nicht nur dieselben Losungen aller sich auf die Methode der Maxi-
ma und Minima beziehenden Probleme erhalten, welche ich in meinem Buch
tiber Maxima und Minima angegeben habe, sondern auch hat diese Metho-
de eine spezielle Bestimmung der Konstanten geliefert, die bei der ersten
Methode unbestimmt blieben; daher konnen unzihlige einzelne Probleme
bequem aufgelost werden, auf welche die erste Methode weniger passend
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angewendet wird. Wie wenn beispielsweise unter allen von einem gegebe-
nen Punkt aus nicht zu einem anderen Punkt, sondern zu einer gewissen
anderen entweder geraden oder gekriimmten Linie zu ziehenden Linien die
verlangt wird, iiber welcher ein von jenem Punkt aus herabsinkender Korper
in der kiirzesten Zeit zu dieser Linie gelangt, wird durch Betrachtung jener
absoluten Teile dieses Problem leicht geldst, wiahrend ihnen diese Bedingung
vorgeschrieben wird, dass die gesuchte Kurve zur gegebenen normal ist. Bevor
ich aber zum Ende komme, méchte ich den Analytikern zur Untersuchung
ein aufSergewohnliches Theorem vorlegen, dessen Giiltigkeit aus den hoher
aufgestellten Prinzipien nicht schwer erkannt wird und was im Integralkalkiil
einen aufserordentlichen Nutzen zu leisten scheint.

THEOREM

Nach Vorlegen der Differentialformel Zdx, in welcher Z irgendeine Funktion
der Grolen x, y, p = %, q= %, r= % etc. sei, und nach ihrer Differentiation

hervorgehe:
dZ = Mdx + Ndy + Pdp + Qdg + Rdr + etc.,

sodass diese Differentialformel Zdx nicht nur erste, sondern auch hdhere
Differentiale jeder Ordnung involviert, dann wird leicht beurteilt werden
konnen, ob diese Formel eine Differentiation zuldsst oder ob das Differential
vollstandig ist oder nicht. Es werde namlich dieser Ausdruck fiir konstant
genommenes dx betrachtet

dP ddQ d°R

V=N--—+-—">——— +etc,

dx + dx?2  dx3 +ete
wenn welcher gleich Null gefunden wird, die Formel Zdx integrierbar sein
wird, wenn aber nicht V = 0 war, sie nicht integrierbar sein wird.
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